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Обернена спектральна задача для

стiльтьєсiвської струни, що має форму вiсiмки

Ольга М. Мартинюк, В’ячеслав М. Пивоварчик

(Представлена М. Л. Горбачуком)

Анотацiя. Розглянуто спектральну задачу, породжену рiвнянням
стiльтьєсiвської струни на метричному графi в формi вiсiмки, а та-
кож обернену задачу, що полягає в наступному: вiдомi величини мас,
якi розташованi на першiй петлi, разом iз iнтервалами мiж ними, а
також спектр задачi на вiсiмцi та загальна довжина другої петлi ра-
зом з довжиною першого часткового вiдрiзка i деякою константою.
Треба знайти величини мас на другiй петлi вiсiмки та довжини iн-
тервалiв мiж ними. В неявному виглядi знайдено умови iснування
розв’язку такої оберненої задачi. Запропоновано метод знаходження
мас та довжин iнтервалiв на другiй петлi графа.
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Ключовi слова та фрази. Характеристичний многочлен, стiль-
тьєсiвська струна, граф, спектр, власнi значення, кратнiсть власних
значень, граф у виглядi вiсiмки, напiвобернена задача, задача Хохш-
тадта–Лiбермана.

Поняття стiльтьєсiвської струни запровадив М. Г. Крейн, який
дав механiчне тлумачення результатам Стiльтьєса про розвинення в
ланцюговий дрiб так званої стiльтьєсiвської функцiї. Вiн назвав стiль-
тьєсiвською струною пружну невагому нитку, яка несе на собi зосере-
дженi маси. Кiлькiсть мас може бути скiнченною або нескiнченною.
Якщо кiлькiсть мас нескiнченна, то повинно вiдбуватися накопичен-
ня мас тiльки до одного з кiнцiв (цьому випадку вiдповiдає нескiн-
ченний ланцюговий дрiб). Ми будемо розглядати випадок скiнченної
кiлькостi мас.
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Пряму та обернену задачi для стiльтьєсiвської струни на скiнчен-
ному iнтервалi було розглянуто в [1]. Було доведено, що два спектри
крайових задач разом iз загальною довжиною струни однозначно ви-
значають розподiл мас струни. Спектральну задачу для скiнченного
iнтервалу для струни з демпфованим кiнцем було розглянуто в [2–4].

У той час, як класична задача роботи [1] є дискретним аналогом
задачi Штурма–Лiувiлля, було розглянуто також дискретнi аналоги
так званої напiвоберненої задачi або задачi Хохштадта–Лiбермана [5].
Теорема цiєї роботи стверджує, що вiдомий майже всюди на [0, a

2 ] по-
тенцiал q(x) рiвняння Штурма–Лiувiлля та спектр {λk}∞−∞,k 6=0

крайової задачi, породженої даним рiвнянням i крайовими умовами
y(0) = y(a) = 0, однозначно визначають q(x) на [a/2, a] як функцiю
з L2 (a/2, a). Дискретний аналог теореми Хохштадта–Лiбермана було
розглянуто в [6–8]. У перших двох з цих робiт розглянуто оберне-
ну задачу, породжену якобiєвою матрицею, за певних умов доведено
єдинiсть розв’язку. У [8] розглянуто теорему Хохштадта–Лiбермана
для стiльтьєсiвської струни, тобто вiдомi величини мас, розташова-
них на лiвiй половинi струни, разом iз iнтервалами мiж ними, кiль-
кiсть яких становить половину загальної, а також спектр задачi Дi-
рiхле, породженої цiєю струною, та її довжина. Знайдено необхiднi
та достатнi умови iснування розв’язку оберненої задачi. Запропоно-
вано метод знаходження мас та довжин iнтревалiв на правiй частинi
струни.

Прямi та оберненi спектральнi задачi на зiрковому графi, що скла-
дається зi стiльтьєсiвських струн, розглянуто в [9]. Достатнi умови
iснування розв’язку оберненої задачi, породженої рiвнянням стiль-
тьєсiвської струни, за двома спектрами у випадку, коли областю є
дерево, отримано в [10]. У [11] було розглянуто пряму задачу для
стiльтьєсiвської струни в формi вiсiмки, де було доведено, що власнi
значення такої задачi чергуються з елементами об’єднання множин
власних значень задач Дiрiхле, породжених струнами, що становлять
петлi графа, i також з елементами об‘єднання множин власних зна-
чень перiодичних задач на петлях вiсiмки.

У данiй роботi розглядається пряма та обернена спектральнi за-
дачi для стiльтьєсiвської струни, що має форму вiсiмки. В єдинiй вер-
шинi цього графа накладено умови неперервностi та умову Кiрхгофа,
яка описує баланс сил у внутрiшнiй вершинi.

У роздiлi 2 наведено результати з [11]. Твердження цiєї роботи є
необхiдними умовами iснування розв’язку оберненої задачi, яку роз-
глянуто в роздiлi 3. Вона полягає в наступному. Вiдомi власнi зна-
чення задачi на вiсiмцi, величини зосереджених мас та довжини час-
ткових iнтервалiв на першiй петлi вiсiмки. Вiдомими також вважаємо
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величину першого часткового вiдрiзка l̃0 на другiй петлi, її загальну
довжину та деяку константу c̃1 (див. (3.33)). Необхiдно знайти вели-
чини точкових мас та довжини часткових iнтервалiв на другiй петлi.
У статтi знайдено достатнi умови iснування розв’язку такої оберненої
задачi. Запропоновано метод вiдновлення мас та часткових iнтерва-
лiв, який включає побудову вiдповiдних многочленiв Лагранжа та
розклад у ланцюговий дрiб S0-функцiї.

Слiд вiдмiтити, що порiдненою з вище описаною задачею є, так
звана, задача за трьома спектрами [12, 14, 15]. Пiд трьома спектра-
ми маються на увазi спектр крайової задачi на всьому iнтервалi та
спектри крайових задач на двох частинах цього iнтервалу, тобто на
ребрах графа.

1. Перiодична задача для стiльтьєсiвської струни

Розглянемо струну Стiльтьєса довжини L, тобто пружну невагому
нитку з зосередженими масами, початок i кiнець якої спiвпадають
у деякiй точцi A, утворюючи таким чином кiльце. Нехай на струнi
розташовано n зосереджених мас, величини яких позначимо через
mk, k = 1, n, якi разом з обраною точкою розбивають струну на
частковi вiдрiзки довжин lk > 0, k = 0, n так, що lk знаходиться
злiва вiд маси mk+1, а lk+1 — справа вiд даної маси.

Малi поперечнi коливання такої струни можна охарактеризувати
за допомогою поперечних змiщень зосереджених мас Vk(t), де t — час.

Якщо обрати на струнi деяку масу mk i розглянути її поперечне
змiщення Vk(t) вiд положення рiвноваги, то коливання маси mk опи-
сується наступним рiвнянням:

Vk(t) − Vk−1(t)

lk−1
+

Vk(t) − Vk+1(t)

lk
+ mkV

′′
k (t) = 0 (k = {1, 2, . . . , n}).

(1.1)

Умова спiвпадiння початку струни з кiнцем описується рiвнян-
ням:

V0(t) = Vn+1(t). (1.2)

Розглянемо перiодичну задачу, яка виникає, якщо до рiвнянь (1.1),
(1.2) приєднати рiвняння

V1(t) − V0(t)

l0
=

Vn+1(t) − Vn(t)

ln
. (1.3)

Це рiвняння описує баланс сил у точцi A та є аналогом умови Кiрх-
гофа в теорiї електричних ланцюгiв та в квантовiй механiцi.



O. М. Мартинюк, В. М. Пивоварчик 115

Виконуючи в (1.1)–(1.3) замiну Vk(t) = Uke
iρt приходимо до си-

стеми лiнiйних рiвнянь:

Uk − Uk−1

lk−1
+

Uk − Uk+1

lk
− mkλUk = 0, (k = {1, 2, . . . , n}) (1.4)

U0 = Un+1, (1.5)

U1 − U0

l0
=

Un+1 − Un

ln
, (1.6)

де Uk — амплiтуда коливань маси mk, а число λ = ρ2 вiдiграє роль
спектрального параметра.

Згiдно [1], розв’язок системи Uk будемо шукати у виглядi:

Uk = R2k−2(λ)a + Q2k−2(λ)b, (1.7)

де R2k−2(λ), Q2k−2(λ) — многочлени, що задаються наступною систе-
мою рекурентних спiввiдношень:

R2k(λ) = lkR2k−1(λ) + R2k−2(λ),

R2k−1(λ) = R2k−3(λ) − mkλR2k−2(λ),
(1.8)

Q2k(λ) = lkQ2k−1(λ) + Q2k−2(λ),

Q2k−1(λ) = Q2k−3(λ) − mkλQ2k−2(λ)
(1.9)

з вiдповiдними початковими умовами

R0(λ) = 1, R−1(λ) =
1

l0
, (1.10)

Q0(λ) = 1, Q−1(λ) = 0. (1.11)

Вектор (U0, U1, U2, . . . , Un, Un+1), де Uk заданi рiвняннями (1.7),
задовольняє рiвняння (1.4) завдяки спiввiдношенням (1.8)–(1.11).

Рiвняння (1.5), враховуючи (1.8)–(1.11), набуде вигляду:

R2n(λ)a + (Q2n(λ) − 1) b = 0. (1.12)

З рiвняння (1.6) випливає наступне:

( 1

l0
− R2n−1(λ)

)
a − Q2n−1(λ)b = 0. (1.13)

Рiвняння (1.12)–(1.13) становлять систему лiнiйних алгебраїчних
однорiдних рiвнянь з двома невiдомими a, b. Нетривiальний її розв’я-
зок iснує тодi i тiльки тодi, коли визначник системи

p(λ)
def
=

∣∣∣∣
R2n(λ) Q2n(λ) − 1

1
l0
− R2n−1(λ) −Q2n−1(λ)

∣∣∣∣ (1.14)
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дорiвнює нулю.
Якщо врахувати аналог тотожностi Лагранжа (див. [16])

R2k−1(λ)Q2k(λ) − R2k(λ)Q2k−1(λ) =
1

l0
, (1.15)

то рiвняння (1.14) можемо переписати у виглядi:

p(λ) =
Q2n(λ) + l0R2n−1(λ) − 2

l0
. (1.16)

Вiдмiтимо, що p(0) = 0, оскiльки з рекурентних спiввiдношень
(1.8)–(1.11) випливає, що Q2n(0) = 1, R2n−1(0) = 1

l0
.

Означення 1.1. Функцiя f(z) називається неванлiнновою функцi-

єю, якщо:

1) f(z) аналiтична в пiвплощинах Im z > 0 та Im z < 0;

2) f(z) = f(z) (Im z 6= 0);

3) Im z Im f(z) ≥ 0 для Im z 6= 0.

Означення 1.2. Функцiю f(z), що є аналiтичною в C\[0, +∞), бу-

демо називати S-функцiєю, якщо

1) f(z) неванлiннова;

2) f(z) ≥ 0 для z < 0.

Клас S-функцiй позначимо через S.

Означення 1.3. S-функцiю f(z) будемо називати S0-функцiєю, як-

що вона не має полюса в нулi, тобто |f(0)| < ∞.

Поряд з цiєю задачею будемо розглядати, так звану, задачу Дiрiх-
ле–Дiрiхле, породжену рiвняннями (1.4) та умовами Дiрiхле на обох
кiнцях:

U0 = 0,

Un+1 = 0.

Тодi R2n(λ) — характеристичний многочлен задачi Дiрiхле–Дiрiхле.

Теорема 1.1. Пiсля скорочення спiльних множникiв у чисельнику i

знаменнику, якщо такi iснують, рацiональна функцiя

R2n(λ)

p(λ)
∈ S. (1.17)
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Цю теорему доведено в [11].
Нехай {νk}n

k=1 є власними значеннями задачi Дiрiхле–Дiрiхле, по-
родженої струною на iнтервалi довжини L, а {µk}n

k=1 — власнi зна-
чення перiодичної задачi на цьому ж iнтервалi. Тодi за теоремою 1.1
{νk}n

k=1 нестрого чергуються з {µk}n
k=1:

0 = µ1 < ν1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn ≤ νn.

При деякому значеннi λ всi елементи матрицi системи (1.12)–
(1.13) можуть дорiвнювати 0:

R2n(λ) = Q2n(λ) − 1 =
1

l0
− R2n−1(λ) = −Q2n−1(λ) = 0,

тобто iснує два лiнiйно незалежних розв’язки системи (1.12)–(1.13).
Таким чином, кратнiсть цього кореня p(λ) дорiвнює 2. Бiльшою во-
на бути не може, тому що, як вiдомо [1], всi коренi R2n(λ) простi i
якщо p(λ) мало б корiнь кратностi бiльше, нiж 2, то (1.17) було б не-
можливим завдяки (1.8)–(1.11) та аналогiчним спiввiдношенням для
R̃2k−2(λ), Q̃2k−2(λ).

2. Пряма задача для графа у виглядi вiсiмки

Розглянемо метричний граф у виглядi вiсiмки, в якого довжина
однiєї з його петель L, iншої — L̃, а вершина графа є точкою з’єдна-
ння. Нехай на однiй петлi знаходиться n точкових мас mk, k = 1, n,
якi разом з вершиною графа розбивають петлю на частковi вiдрiзки
довжин lk > 0, k = 0, n,

∑n
k=0 lk = L. Амплiтуди малих коливань

такої струни можна охарактеризувати за допомогою рiвнянь (1.4).
На iншiй петлi знаходиться n точкових мас m̃k, якi разом з вер-

шиною розбивають петлю довжини L̃ на частковi вiдрiзки довжин
l̃k > 0, k = 0, n,

∑n
k=0 l̃k = L̃. Малi коливання такої струни можна

охарактеризувати за допомогою амплiтуд коливань точкових мас Ũk,
що задовольняють рiвняння

Ũk − Ũk−1

l̃k−1

+
Ũk − Ũk+1

l̃k
− m̃kλŨk = 0, (k = {1, 2, . . . , n}). (2.18)

Нехай у вершинi графа виконуються умови неперервностi

U0 = Un+1 = Ũ0 = Ũn+1 (2.19)

та умова балансу сил, або ж умова Кiрхгофа:

U1 − U0

l0
+

Ũ1 − Ũ0

l̃0
=

Un+1 − Un

ln
+

Ũn+1 − Ũn

l̃n
. (2.20)
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Розв’язок (U0, U1, U2, . . . , Un, Un+1, Ũ0, Ũ1, Ũ2, . . . , Ũn, Ũn+1) систе-
ми, що складається iз рiвнянь (1.4) та (2.18)–(2.20), будемо шукати у
виглядi:

Uk = R2k−2(λ)a + Q2k−2(λ)b, (2.21)

Ũk = R̃2k−2(λ)ã + Q̃2k−2(λ)̃b, (2.22)

де R2k−2(λ), Q2k−2(λ) — многочлени, що задаються системою (1.8)–
(1.11). Аналогiчнi спiввiдношення виконуються для R̃2k−2(λ),
Q̃2k−2(λ), де m̃k беремо замiсть mk та l̃k замiсть lk.

Вектор (U0, U1, U2, . . . , Un, Un+1, Ũ1, Ũ2, . . . , Ũn, Ũn+1), де {Uk, Ũk}
задано рiвняннями (2.21)–(2.22), задовольняє рiвняння (1.4) та (2.18)
завдяки (1.8)–(1.11).

Враховуючи (1.8)–(1.11), рiвняння (2.19), (2.20) вiдповiдно можна
привести до вигляду:

b = b̃, (2.23)

R2n(λ)a + (Q2n(λ) − 1) b = 0, (2.24)

R̃2n(λ)ã +
(
Q̃2n(λ) − 1

)
b̃ = 0, (2.25)

(
R2n−1(λ) − 1

l0

)
a +

(
R̃2n−1(λ) − 1

l̃0

)
ã + Q2n−1(λ)b + Q̃2n−1(λ)̃b = 0.

(2.26)

Рiвняння (2.23)–(2.26) становлять систему лiнiйних алгебраїчних
однорiдних рiвнянь з чотирма невiдомими a, ã, b, b̃. Нетривiальний її
розв’язок iснує тодi i тiльки тодi, коли визначник системи

ϕ(λ)
def
= R2n(λ)

( 1

l̃0
Q̃2n(λ) − 2

l̃0
+ R̃2n−1(λ)

)

+ R̃2n(λ)
( 1

l0
Q2n(λ) − 2

l0
+ R2n−1(λ)

)
(2.27)

дорiвнює нулю.

Формулi (2.27) можна надати наступне тлумачення. Умови непе-
рервностi у вершинi разом з умовою Кiрхгофа можна вважати уза-
гальненням умови Неймана на кiнцi iнтервалу для класичної задачi.
Так, якщо цi умови накладено у висячiй вершинi графа, то умова
неперервностi виконується автоматично, а умова Кiрхгофа стає зви-
чайною умовою Неймана. Тому ϕ(λ) у (2.27) можна вважати хара-
ктеристичним многочленом задачi на вiсiмцi з умовою Неймана у
вершинi. Так само, p(λ) та

p̃(λ)
def
=

1

l̃0
Q̃2n(λ) − 2

l̃0
+ R̃2n−1(λ), (2.28)
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що є характеристичними многочленами перiодичних задач на пер-
шiй та другiй петлi вiсiмки, вiдповiдно, можна вважати характери-
стичними многочленами з умовою Неймана на першiй та другiй петлi
вiдповiдно.

Отже, формула

ϕN (λ) = ϕI
N (λ)ϕII

D (λ) + ϕII
N (λ)ϕI

D(λ),

отримана в [17] для дерев, справедлива i для графа, що є вiсiмкою.

Права частина (2.27) — характеристичний многочлен задачi (1.4),
(2.18)–(2.20), тобто коренi цього многочлена становлять спектр цiєї
задачi. Цей многочлен можна подати наступним чином:

ϕ(λ) = cλ
2n∏

j=2

(
1 − λ

λj

)
, (2.29)

де {λj}2n
j=1 — множина власних значень задачi на петлi. Взявши похi-

дну виразу (2.27) в точцi λ = 0 i враховуючи, що згiдно (1.8)–(1.11) та
аналогiчними рiвняннями для Q̃k(λ), R̃2k−1(λ), виконуються рiвностi
p(0) = p̃(0) = 0, маємо

ϕ′(λ)
∣∣
λ=0

= R2n(λ)
∣∣
λ=0

( 1

l̃0
Q̃′

2n(λ)
∣∣
λ=0

+ R̃′
2n−1(λ)

∣∣
λ=0

)

+ R̃2n(λ)
∣∣
λ=0

( 1

l0
Q′

2n(λ)
∣∣
λ=0

+ R′
2n−1(λ)

∣∣
λ=0

)
.

Знайшовши значення похiдних R′
2n−1(λ), Q′

2n(λ), R̃′
2n−1(λ) та Q̃′

2n(λ)
в точцi λ = 0 з рекурентних спiввiдношень (1.8)–(1.11) та їх аналогiв
для R̃2n−1(λ) та Q̃2n(λ), отримаємо

c
def
= ϕ′(0) =

(
l0 l̃0

)−1
(

L

( n∑

p=1

l̃p

p∑

k=1

m̃k +
n∑

p=1

m̃p

p∑

k=1

l̃k

)

+ L̃

( n∑

p=1

lp

p∑

k=1

mk +

n∑

p=1

mp

p∑

k=1

lk

))
. (2.30)

Наступнi теореми 2.1, 2.2 приводимо без доведення, так як їх до-
ведено в [11].

Теорема 2.1. Нехай {λk}2n
k=1 — власнi значення задачi, що скла-

дається iз (1.4), та (2.18)–(2.20); {νk}n
k=1 є власнi значення задачi
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Дiрiхле–Дiрiхле, породженої струною лiвої петлi на iнтервалi дов-

жини L, а {ν̃k}n
k=1 — власнi значення задачi Дiрiхле–Дiрiхле, поро-

дженої струною правої петлi на iнтервалi L̃. Позначимо через

{ξk}2n
k=1 = {νk}n

k=1

⋃
{ν̃k}n

k=1 .

Тодi {λk}2n
k=1 нестрого чергуються з {ξk}2n

k=1 :

0 = λ1 < ξ1 ≤ · · · ≤ λ2n ≤ ξ2n.

Вiдомо, що кратнiсть коренiв многочленiв R2n(λ) та R̃2n(λ) до-
рiвнює 1; як було доведено в кiнцi роздiлу 1, максимальна кратнiсть
коренiв многочленiв p(λ) та p̃(λ) може дорiвнювати 2. Крiм того, для
деякого λ, може бути

1

l̃0
Q̃2n(λ) − 2

l̃0
+ R̃2n−1(λ) = R̃2n(λ)

=
1

l0
Q2n(λ) − 2

l0
+ R2n−1(λ) = R2n(λ) = 0.

Таким чином, з (2.27) випливає, що кратнiсть коренiв ϕ(λ) не пе-
ревищує та може дорiвнювати 3.

Теорема 2.2. Нехай {λk}2n
k=1 — власнi значення задачi, що склада-

ється з рiвнянь (1.4) та (2.18)–(2.20); {µk}n
k=1 — власнi значення

перiодичної задачi, породженої лiвою струною, на iнтервалi довжи-

ни L, а {µ̃k}n
k=1 — власнi значення перiодичної задачi, породженої

правою струною, на iнтервалi L̃. Позначимо через

{ζk}2n
k=1 = {µk}n

k=1

⋃
{µ̃k}n

k=1.

Тодi {λk}2n
k=1 нестрого чергуються з {ζk}2n

k=1 :

0 = ζ1 = λ1 = ζ2 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ ζ2n ≤ λ2n,

де 0 = ζ1 = λ1 = ζ2 = µ1 = µ̃1.

Аналоги теорем 2.1, 2.2 для дерев можна знайти в [10].
Оскiльки нашим завданням є розв’язання оберненої задачi (див.

далi), то треба порiвняти необхiднi та достатнi умови iснування розв’-
язку оберненої задачi. Однiєю з необхiдних умов є нестроге чергу-
вання коренiв {µ̃k}n

k=1 з {ν̃k}n
k=1, яке випливає з теореми 1.1, якщо

її застосувати до другої петлi. Отримаємо ще одну необхiдну умову
iснування розв’язку оберненої задачi.
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Тотожнiсть Лагранжа для правої петлi справедлива при будь-
яких λ, а в точках λ = ν̃k вона матиме вигляд

Q̃2n (ν̃k) =
1

R̃2n−1 (ν̃k) l̃0
, (2.31)

де R̃2n−1 (ν̃k) 6= 0, оскiльки неможливе одночасне виконання умов
R̃2n−1 (ν̃k) = 0 та R̃2n (ν̃k) = 0. Враховуючи (2.31), з рiвностi (2.28)
при λ = ν̃k отримаємо квадратне рiвняння вiдносно R̃2n−1 (ν̃k) :

(
l̃0R̃2n−1 (ν̃k)

)2 − l̃0 (2 + p̃ (ν̃k)) R̃2n−1 (ν̃k) + 1 = 0. (2.32)

Так як коренi цього рiвняння дiйснi (це випливає з рекурентних спiв-
вiдношень для даних многочленiв, якi аналогiчнi спiввiдношенням
(1.8), (1.10)), то дискримiнант даного рiвняння

D =
(
l̃0(2 + p̃ (ν̃k)

)2 − 4
(
l̃0

)2
= p̃ (ν̃k)

(
l̃0

)2
(4 + p̃ (ν̃k))

невiд’ємний, тобто для кожного k = 1, n повинна виконуватись одна
iз нерiвностей

p̃ (ν̃k) ≥ 0,

або
p̃ (ν̃k) ≤ −4.

Виконання однiєї з двох останнiх нерiвностей i є ще однiєю з необхi-
дних умов для iснування розв’язку оберненої задачi.

3. Обернена задача для графа у виглядi вiсiмки

Розглянемо наступну задачу: на першiй петлi нам вiдомi всi зосе-
редженi маси {mk}n

k=1 та довжини iнтервалiв {lk}n
k=0 (

∑n
k=0 lk = L).

Вiдомий також спектр {λk}2n
k=1, тобто власнi значення задачi на вi-

сiмцi (1.4), (2.18)–(2.20). Вiдомими також будемо вважати величини
l̃0, L̃ та c̃1, де

c̃1
def
=

(
l̃0

)−1
( n∑

p=1

l̃p

p∑

k=1

m̃k +
n∑

p=1

m̃p

p∑

k=1

l̃k

)
, (3.33)

що аналогiчно формулi (2.30).
Треба знайти величини всiх точкових мас {m̃k}n

k=1 та довжини

iнтервалiв {l̃k}n
k=1 на другiй петлi.

Оскiльки всi маси i довжини iнтервалiв першої петлi нам вiдо-
мi, ми можемо за допомогою (1.8)–(1.11) знайти многочлени R2n(λ),
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R2n−1(λ), Q2n(λ), Q2n−1(λ), котрi входять у (2.27). Також можемо
знайти ϕ(λ), оскiльки знаємо {λk}2n

k=1, а c можемо знайти за фор-
мулою

c =
L

l0
c̃1 +

L̃

l̃0
c1 (3.34)

де c1 = (l0)
−1(

∑n
p=1 lp

∑p
k=1 mk +

∑n
p=1 mp

∑p
k=1 lk).

Будемо розглядати випадок, коли виконується наступна умова.
Умова 1. Множина коренiв νk многочлена R2n(λ) не перетина-

ється з множиною коренiв µk многочлена p(λ), k = 1, n, тобто

{νk}n
k=1

⋂
{µk}n

k=1 = ∅.

Для знаходження R̃2n(λ) розглянемо задачу iнтерполяцiї, в якостi
вузлiв iнтерполяцiї вiзьмемо коренi νk многочлена R2n(λ), з (2.27)
отримаємо значення R̃2n(λ) у цих вузлах

R̃2n (νk) =
ϕ (νk)

1
l0

Q2n (νk) − 2
l0

+ R2n−1 (νk)
, k = 1, n. (3.35)

В якостi ще одного вузла iнтерполяцiї вiзьмемо ν0
def
= 0. Викори-

стовуючи (1.8), (1.10) при λ = 0, отримаємо

R̃2n(0) =
L̃

l̃0
. (3.36)

Це i буде значенням многочлена R̃2n(λ) у вузлi iнтерполяцiї ν0.
Можемо побудувати iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа

R̃2n(λ) степенi не вище n за вузлами iнтерполяцiї νk, k = 1, n та
ν0 = 0 та значеннями в вузлах iнтерполяцiї (3.35) для k = 1, n та
(3.36) вiдповiдно.

Цей iнтерполяцiйний многочлен матиме вигляд:

R̃2n(λ) =
n∑

k=1

λϕ (νk)

νk

(
1
l0

Q2n (νk) − 2
l0

+ R2n (νk)
)

n∏

j=1,
j 6=k

λ − νj

νk − νj

+
(−1)nL̃

l̃0

n∏

k=1

λ − νj

νj
. (3.37)

Далi будемо вважати, що виконується
Умова 2. Степiнь побудованого многочлена R̃2n(λ) дорiвнює n.
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Будемо шукати многочлен p̃(λ) у наступному виглядi:

p̃(λ) =
n∑

k=0

akλ
k. (3.38)

Знайти коефiцiєнти многочлена p̃(λ) ми можемо двома способами.

З (2.27) випливає, що

p̃(µk) =
ϕ (µk)

R2n (µk)
, k = 1, n. (3.39)

Тут згiдно з умовою 1 виконується R2n(µk) 6= 0. Так, вiдновити мно-
гочлен p̃(λ) степенi не вище n ми можемо за вiдомими значеннями
(3.39) у вузлових точках µk для k = 1, n та p̃′(0) = c̃1, де c̃1 визнача-
ємо з (3.33).

У цьому випадку, ми отримуємо систему n+1 лiнiйних алгебраїч-
них рiвнянь вiдносно ak, k = 0, n:

a0 = 0,

a1 = c̃1,

(µ2)
n an + (µ2)

n−1 an−1 + · · · + µ2 + a0 =
ϕ (µ2)

R2n (µ2)
,

(µ3)
n an + (µ3)

n−1 an−1 + · · · + µ3 + a0 =
ϕ (µ3)

R2n (µ3)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(µn)n an + (µn)n−1 an−1 + · · · + µn + a0 =
ϕ (µn)

R2n (µn)
,

(3.40)

визначник якої

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 1 0

(µ2)
n (µ2)

n−1 (µ2)
n−2 . . . µ2 1

(µ3)
n (µ3)

n−1 (µ3)
n−2 . . . µ3 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(µn)n (µn)n−1 (µn)n−2 . . . µn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+1µ2µ3 . . . µn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 1

(µ2)
n−1 (µ2)

n−2 (µ2)
n−3 . . . 1

(µ3)
n−1 (µ3)

n−2 (µ3)
n−3 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(µn)n−1 (µn)n−2 (µn)n−3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Визначник у правiй частинi є визначником Вандермонда для iншого
многочлена степеня n − 1, який при попарно рiзних вузлах µi 6= µj

при i 6= j; i, j = 2, n, вiдмiнний вiд нуля.
Отже, повертаючись до задачi про знаходження многочлена за n

вiдомим значенням p̃(µk) у вузлах µk, k = 2, n та умовами p̃(0) = 0,
p̃′(0) = c̃1, ми бачимо, що iснує єдиний разв’язок системи (3.40), отже
можемо знайти коефiцiєнти ak многочлена (3.38).

Многочлен p̃(λ) можна знайти й iншим способом. Ми можемо по-
будувати iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа степенi не вище n за
вищезгаданими даними.

Цей iнтерполяцiйний многочлен матиме вигляд:

p̃(λ) =
1

l̃0
Q̃2n(λ) − 2

l̃0
+ R̃2n−1(λ)

=
n∑

k=2

λ2ϕ(µk)

µ2
kR2n (µk)

n∏

j=2,
j 6=k

λ − µj

µk − µj
+ (−1)nc̃1λ

n∏

k=2

λ − µk

µk

. (3.41)

Далi будемо вважати, що виконується
Умова 3. Степiнь побудованого многочлена p̃(λ) дорiвнює n.

Для знаходження величин точкових мас та часткових вiдрiзкiв
на другiй петлi необхiдно вiдновити R̃2n−1(λ). Оскiльки на даний мо-
мент нам вiдомий многочлен R̃2n(λ), то нам вiдомi i його коренi ν̃k

(k = 1, n). Аналогiчно частинi 2, при розв’язаннi оберненої задачi, ви-
користовуючи аналог формули Лагранжа, ми отримаємо квадратний
тричлен (2.32), коренi якого мають вигляд

(
R̃2n−1 (ν̃k)

)
1,2

=
2 + p̃ (ν̃k) ±

√
p̃ (ν̃k) (4 + p̃ (ν̃k))

2l̃0
, k = 1, n. (3.42)

Для iснування розв’язку оберненої задачi, необхiдно, щоб пiдко-
рiнний вираз у (3.42) був невiд’ємним. Враховуючи цю умову, викла-
дену в частинi 2, можемо вiдновити iнтерполяцiйний многочлен Ла-
гранжа R̃2n−1(λ) степенi не бiльше n, якщо за n+1 вузол iнтерполяцiї

взяти ν̃k (k = 1, n) та ν̃0
def
= 0, а в якостi значень у цих вузлах iнтер-

поляцiї взяти одне з двох значень: ((R̃2n−1(ν̃k))1 або (R̃2n−1(ν̃k))2),
коренiв квадратного тричлена в кожному вузлi та 1

l̃0
:

R̃2n−1(λ) =
n∑

k=1

λ
(
2 + p̃ (ν̃k) +

√
p̃ (ν̃k) (4 + p̃ (ν̃k))

)

2ν̃k l̃0

×
n∏

j=1,
j 6=k

λ − ν̃j

ν̃k − ν̃j
+

(−1)n

l̃0

n∏

k=1

λ − ν̃j

ν̃j
. (3.43)
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Розглянемо вiдношення виразiв (3.37) та (3.43):

R̃2n(λ)

R̃2n−1(λ)
=

n∑
k=1

λϕ(νk)

νk

(
1

l0
Q2n(νk)− 2

l0
+R2n−1(νk)

)
n∏

j=1,
j 6=k

λ−νj

νk−νj
+ (−1)nL̃

l̃0

n∏
k=1

λ−νj

νj

n∑
k=1

λ
(
(2+p̃(ν̃k)+

√
p̃(ν̃k)(4+p̃(ν̃k))

)

2ν̃k l̃0

n∏
j=1,
j 6=k

λ−ν̃j

ν̃k−ν̃j
+ (−1)n

l̃0

n∏
k=1

λ−ν̃j

ν̃j

,

де p̃ (ν̃k) — значення iнтерполяцiйного многочлена (3.41) у вузлах
iнтерполяцiї ν̃k, якi є коренями многочлена R̃2n(λ).

Теорема 3.1. Нехай задача (1.4), (2.18)–(2.20) має заданий набiр

параметрiв ({mk}n
k=1, {lk}n

k=0). Нехай задано також числа {λk}2n
k=1

такi, що

0 = λ1 < λ2 < λ3 < · · · < λ2n.

Позначимо побудованi за ({mk}n
k=1, {lk}n

k=0) многочлени згiдно з ре-

курентними спiввiдношеннями (1.8)–(1.11) через R2n(λ), R2n−1(λ),
Q2n(λ) та побудований за ними згiдно (1.16) многочлен через p(λ).
Нехай для коренiв νk, µk многочленiв R2n(λ), p(λ) виконується умо-

ва 1. Нехай також задано додатнi числа L̃, c̃1, l̃0. Нехай ϕ(λ) побудо-

вано за формулами (2.29) та (3.34) за {λj}2n
j=1, L̃, c̃1, l̃0 та ({mk}n

k=1,
{lk}n

k=0). Нехай за формулами (3.37) i (3.41) побудовано многочлени

R̃2n(λ), p̃(λ), для яких виконуються умови 2 та 3, вiдповiдно. Не-

хай ν̃k, k = 1, n — коренi многочлена R̃2n(λ), для яких виконується

одна з умов p̃(ν̃k) ≥ 0 або p̃(ν̃k) ≤ −4. Побудуємо многочлен R̃2n−1(λ)
згiдно (3.43). Якщо функцiя

P :=
R̃2n(λ)

R̃2n−1(λ)

є S0-функцiєю, то iснують такi набори ({m̃k}n
k=1, {l̃k}n

k=0) додатних

чисел, якi разом iз ({mk}n
k=1, {lk}n

k=0) породжують задачу (1.4),
(2.18)–(2.20), спектром якої є {λk}2n

k=1, загальна довжина другої пе-

тлi дорiвнює L̃, довжина крайнього часткового вiдрiзку дорiвнює l̃0
та

(
l̃0

)−1
( n∑

p=1

l̃p

p∑

k=1

m̃k +

n∑

p=1

m̃p

p∑

k=1

l̃k

)
= c̃1. (3.44)

При цьому ({m̃k}n
k=1, {l̃k}n

k=0) знаходяться як коефiцiєнти розкладу
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в ланцюговий дрiб

R̃2n(λ)

R̃2n−1(λ)
= an +

1

−bnλ +
1

an−1 +
1

−bn−1λ + · · · + 1

−b1λ +
1

a0

, (3.45)

де

bk = m̃k, k = 1, n; ak = l̃k, k = 0, n.

Доведення. Нам треба довести, що отриманi набори ({m̃k}n
k=1,

{l̃k}n
k=0) додатних чисел разом iз ({mk}n

k=1, {lk}n
k=0) породжують за-

дачу (1.4), (2.18)–(2.20), спектром якої є {λj}2n
j=1. Вочевидь, розв’язу-

ючи пряму задачу за даними {m̃k}n
k=1, {l̃k}n

k=0, {mk}n
k=1 та {lk}n

k=0,
ми отримаємо, що характеристичними многочленами задач Дiрiхле–
Дiрiхле та Дiрiхле–Неймана будуть тi R̃2n(λ) та R̃2n−1(λ), що були
отриманi за формулами (3.37) та (3.43). Тодi значення характери-
стичного многочлена перiодичної залачi на другiй петлi спiвпадуть
зi значеннями p̃(ν̃k), що використано у (3.42). Отже, значення ха-
рактеристичного многочлена перiодичної задачi на другiй петлi, що
будуть отриманi при розв’язаннi прямої задачi, спiвпадуть зi значе-
ннями p̃(λ) у точках λ = ν̃k (k = 1, 2, . . . , n). Оскiльки p̃(0) = 0, а
найменше власне значення перiодичної задачi дорiвнює нулю, то зна-
чення характеристичного многочлена перiодичної задачi на другiй
петлi спiвпадуть зi значеннями p̃(λ) у n + 1 точцi. Це означає, що
характеристичнй многочлен перiодичної задачi на другiй петлi спiв-
паде з p̃(λ) тотожньо. Тодi згiдно з (2.27) характеристичний много-
член задачi на вiсiмцi спiвпаде з ϕ(λ) i, отже, спектр задачi на вiсiмцi
спiвпаде з {λk}2n

k=1.

Так як характеристичний многочлен задачi Дiрiхле–Дiрiхле спiв-
падає з многочленом R̃2n(λ), що отриманий за формулою (3.37), то
значення в нулi характеристичного многочлена задачi Дiрiхле–Дiрiх-

ле згiдно з (3.36) дорiвнює L̃

l̃0
. З iншого боку, характеристичний много-

член задачi Дiрiхле–Неймана спiвпадає з R̃2n−1(λ) знайденим з (3.43),
а, отже, його значення в нулi дорiвнює 1

l̃0
. Отже, вiдношення характе-

ристичного многочлена задачi Дiрiхле–Дiрiхле до характеристичного
многочлена задачi Дiрiхле–Неймана в нулi, що дорiвнює L̃, спiвпадає

з R̃2n(0)

R̃2n(0)
=

∑n
k=0 ak =

∑n
k=0 l̃k.
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Доведемо тепер (3.44). Оскiльки, як було показано вище, характе-
ристичний многочлен задачi на вiсiмцi спiвпадає з ϕ(λ), то значення
його похiдної в нулi спiвпадає з ϕ′(0) = c. Тодi (3.44) випливає з (3.34).
Теорему доведено.

Зауваження 3.1. Розв’язок даної задачi не є єдиним, що характерно
для обернених задач на графах, якi мiстять цикли.

Лiтература

[1] Ф. Р. Гантмахер, М. Г. Крейн, Осциляционные матрицы и ядра и малые

колебания механических систем, Москва: ГИТТЛ, 2 изд., 1950, 359 с.

[2] Д. З. Аров, Реализация канонической системы с диссипативным граничным

условием на одном конце сегмента по коэффициенту динамической пода-

тливости // Сибирский мат. ж., 16 (1975), No. 3, 440–465.

[3] K. Veselic, On Linear Vibrational Systems one Dimensional Damping // Appli-
cable Analysis, 29 (1988), 1–18.

[4] O. Boyko, V. Pivovarchik, Inverse problem for Stieltjes string damped at one

end // Methods of Functional Analisys and Topology, 14 (2008), No. 1, 10–19.

[5] H. Hochstadt, B. Lieberman, An inverse Sturm-Lioville problem with mixed given

data // SIAM J. Appl. Math., 34 (1978), 676–680.

[6] M. S. Derevyagin, Borg-type theorems for generalized Jacobi matrices and trace

formulas // Methods of Functional Analisys and Topology, 12 (2006), No. 3,
220–233.

[7] I. Michor, G. Teschl, Jacobi matrices from three spectra // Spectral Methods for
Operators of mathematical physics. Springer, 1 (2004), 151–155.

[8] О. М. Мартинюк, Теорема Гохштадта–Лiбермана для стiльтьєсiвської

струни // Математичнi студiї, 34 (2010), No. 1.

[9] O. Boyko, V. Pivovarchik, Inverse spectral problem for a star graph of Stieltjes

strings // Methods of Functional Analisys and Topology, 14 (2008), No. 2, 159–
167.

[10] V. N. Pivovarchik, Existence of a tree of Stieltjes strings corresponding to two

given spectra // J. Phys. A, Math, Theor., 42 (2009), 375213, 16 pp.

[11] O. Martynyuk, V. Pivovarchik, Spectral problem for figure-of-eight graph of Stiltjes

strings // Methods of Functional Analysis and Topology, 16 (2010), No. 4.

[12] V. Pivovarchik, An inverse Sturm-Liuville problem by three spectra // Integral
Equations Oper. Theory, 34 (1999), No. 2, 234–243.

[13] F. Gesztesy, B. Simon, On determination of a potential from three spectra //
Advances in Math. Sci.,V. Buslaev, M. Solomyak eds., Amer. Math. Sci. Transl.,
189 (2) )1999), 85–92.

[14] R. Hryniv, Ya. Mykytyuk, Inverse spectral problems for Sturm–Liouville operators

with singular potentials, III. Reconstruction by three spectra // J. Math. Anal.
Appl., 284 (2003), No. 2, 626–646.

[15] O. Boyko, V. Pivovarchik, The inverse three–spectral problem for a Stieltjes string

and the inverse problem with one-dimensional damping //Inverse Problems, 24
(2008), No. 1, 13 pp.



128 Обернена спектральна задача...

[16] И. С. Кац, М. Г. Крейн, О спектральной функции струны, Дополнение 2
в кн.: Аткинсон Ф. Дискретные и непрерывные граничные задачи, Москва:
Мир, 1968, 749 с.

[17] C. K. Law, V. N. Pivovarchik, Characteristic functions of quantum graphs //
J. Phys. A Math., Theor., 42 (2009), No. 3, 12 pp.

Вiдомостi про авторiв

Ольга Миколаївна

Мартинюк,

В’ячеслав

Миколайович

Пивоварчик

Пiвденноукраїнський нацiональний
педагогiчний унiверситет
iм. К. Д. Ушинського,
вул. Старопортофранкiвська, 26,
Одеса, 65020
Україна
E-Mail: v.pivovarchik@paco.net


