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ÎÑÎÁÛÅ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅØÅÍÈß

ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÑËÓ×Àß ÄÅËÎÍÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ñëó÷àÿ Äåëîíå äëÿ çàäà÷è î âðàùåíèè âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â äâîéíîì ñè-
ëîâîì ïîëå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè, óêàçàííîì Î.È. Áîãîÿâëåíñêèì,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âïîëíå èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ìíî-
æåñòâî òî÷åê çàâèñèìîñòè äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñîñòîèò èç òðåõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòèõ ðåøåíèé âñå ôàçîâûå ïåðåìåííûå àëãåáðàè÷åñêè âûðàæåíû ÷å-
ðåç îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ, çàâèñèìîñòü êîòîðîé îò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè ðåøåíèé è êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ïðèìåðà âûïîëíåíî ïîëíîå èíòåãðèðîâàíèå â ôóíêöèÿõ ßêîáè íà îäíîì èç ñåìåéñòâ.

Ââåäåíèå. Â èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ìíîæåñòâî òî-
÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ðàíã èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí åäè-
íèöå, ñîñòîèò èç îñîáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è, ïðè íàëè÷èè íà ñîîòâåòñòâóþùåì
óðîâíå ýíåðãèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíà, áèôóðêàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé � òðàåêòîðèé, äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèõ ê ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Â ðàáîòå [1] òàêèå
òðàåêòîðèè ïîëíîñòüþ ïåðå÷èñëåíû äëÿ çàäà÷è î äâèæåíèè âîë÷êà òèïà Êîâàëåâñêîé
â äâîéíîì ïîñòîÿííîì ñèëîâîì ïîëå. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü íàéòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ äâóìåðíûõ ëèñòîâ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû òðåõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâî-
ëþöèè. Îêàçàëîñü, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè K 6= 0, ãäå K � ïåðâûé èíòåãðàë, óêàçàííûé
Î.È. Áîãîÿâëåíñêèì [2] è îáîáùàþùèé èíòåãðàë Êîâàëåâñêîé [3], ìíîæåñòâî òàêèõ òðà-
åêòîðèé ïîëíîñòüþ èñ÷åðïûâàåòñÿ øåñòüþ ñåìåéñòâàìè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé òåëà,
îòìå÷åííûìè â [4] (ñì. òàêæå ôîðìóëû (6)�(8) ðàáîòû [1]). Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâè-
ñèìîñòè âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå, äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ îñîáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, âûïîëíåíî ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ âîë÷êà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñëó÷àÿ K = 0.

Ýòè ðåøåíèÿ â êîíòåêñòå òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó÷àÿ Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî îá-
íàðóæåíû è êëàññèôèöèðîâàíû Ä.Á. Çîòüåâûì. Â ðàáîòàõ [5, 6] ïðèâåäåíû èõ óðàâíå-
íèÿ â íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè {K = 0}
(êîîðäèíàòû âûðàæåíû ÷åðåç îäíó ïåðåìåííóþ ρ � êâàäðàò ìîäóëÿ ïðîåêöèè êèíå-
òè÷åñêîãî ìîìåíòà íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü òåëà), ñîäåðæàùèå ÷åòûðå ôèçè÷å-
ñêèõ êîíñòàíòû èñõîäíîé çàäà÷è, äâå ïîñòîÿííûå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ñâÿçàííûå ìåæäó
ñîáîé íåÿâíûì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì âûñîêîé ñòåïåíè, è ðÿä ïðîìåæóòî÷íûõ
êîíñòàíò, çàâèñÿùèõ îò óæå ïåðå÷èñëåííûõ. Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ íåàëãåáðàè÷åñêèå, è
âûðàæåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàò ñîäåðæàò îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, Ä.Á. Çîòüåâó óäàëîñü íàéòè îáðàç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïëîñ-
êîñòè (ρ, y) (÷åðåç y îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì
çíàêîì), àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàòü óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, êîëè÷åñòâî è õàðàêòåð
óñòîé÷èâîñòè äëÿ âñåõ êðèâûõ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îãðàíè÷åíèÿ ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû íà íóëåâîé óðîâåíü èíòåãðàëà K. Âûðàæåíèÿ äëÿ èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïå-
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ðåìåííûõ ÷åðåç ρ íà ýòèõ òðàåêòîðèÿõ àâòîð íå âûïèñûâàåò, õîòÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ
ôîðìóë âèäíî, ÷òî îíè äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ρ
îò âðåìåíè â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ òàêæå íå èçó÷àëñÿ, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
îïðåäåëÿþùåå ýòó çàâèñèìîñòü, íå ïðèâåäåíî.

Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ òåëà è ñè-
ëîâûõ ïîëåé ýòè äâèæåíèÿ îðãàíèçîâàíû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà è äîëæíû
ôàêòè÷åñêè ñîäåðæàòü ëèøü îäèí ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Ñàìà æå èñõîäíàÿ çàäà÷à
ïóòåì ïîäõîäÿùåãî âûáîðà áàçèñîâ è åäèíèö èçìåðåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñ äâó-
ìÿ ôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè [4], â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò ìîäóëè a, b âåêòîðîâ
íàïðÿæåííîñòåé ñèëîâûõ ïîëåé, ïðèâåäåííûõ ê îðòîãîíàëüíîé ïàðå. Ïðè ýòîì îäèí
èç íèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðèíÿò çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ (íèæå ýòî íå äå-
ëàåòñÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ îïðåäåëåííûõ ïðàâèë êîíòðîëÿ ðàçìåðíîñòåé). Ïîýòîìó æåëà-
òåëüíî, ñîõðàíÿÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ëèøü ñóùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, ïîëó÷èòü
äîñòàòî÷íî ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç
âñïîìîãàòåëüíóþ, çàâèñèìîñòü êîòîðîé îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ýëëèï-
òè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â
äâîéíîì ñèëîâîì ïîëå

2ω̇1 = ω2ω3 + β3, 2ω̇2 = −ω1ω3 − α3, ω̇3 = α2 − β1,

α̇1 = α2ω3 − α3ω2, β̇1 = β2ω3 − β3ω2,

α̇2 = α3ω1 − α1ω3, β̇2 = β3ω1 − β1ω3,

α̇3 = α1ω2 − α2ω1, β̇3 = β1ω2 − β2ω1

(1)

ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàòü íà ñîâìåñòíîì óðîâíå ãåîìåòðè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ

α2
1 + α2

2 + α2
3 = a2, β2

1 + β2
2 + β2

3 = b2, α1β1 + α2β2 + α3β3 = 0 (2)

ñ ïîñòîÿííûìè a > b > 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà "îðòîãîíàëèçàöèè ñèëîâûõ ïî-
ëåé" ïðèâåäåíà â ðàáîòå [4] (áîëåå îáùåå åå èçëîæåíèå èìååòñÿ â [7]). Ñëó÷àé Î.È. Áî-
ãîÿâëåíñêîãî [2], îáîáùàþùèé 1-é êëàññ äâèæåíèé Ã.Ã. Àïïåëüðîòà (êëàññ Äåëîíå) [8],
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ω2
1 − ω2

2 + α1 − β2 = 0, 2ω1ω2 + α2 + β1 = 0. (3)

Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1) èìååò ÷àñòíûé èíòåãðàë [2]

F = (ω2
1 + ω2

2)ω3 + 2(ω1α3 + ω2β3), (4)

ïîñòîÿííóþ êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç f .
Óðàâíåíèÿ (2), (3) çàäàþò ãëàäêîå ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M â ïðîñòðàí-

ñòâå R9(ω, α, β) [5, 6]. Îñîáûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îòâå÷àþò ñëó÷àÿì áèôóðêàöèè
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H, F íà M (H � èíòåãðàë ýíåðãèè), à òàêæå, êàê ïîêàçàíî â [1]
(òåîðåìà 4), èñ÷åðïûâàþò âñå ñëó÷àè ðàâåíñòâà åäèíèöå ðàíãà îáùåãî èíòåãðàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ â òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M. Óðàâíåíèå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîá-
ðàæåíèÿ H × F : M → R2 íàéäåíî â [6] è ïðèâåäåíî â ïðåäëîæåíèè 3 ðàáîòû [1].
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Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ðàáîòû [1], ðàññìàòðèâàåìûå òðàåêòîðèè òàêæå ïðè-
íàäëåæàò èññëåäîâàííîìó â ðàáîòå [9] ìíîãîîáðàçèþ, îáîáùàþùåìó ñåìåéñòâî îñîáî
çàìå÷àòåëüíûõ äâèæåíèé 4-ãî êëàññà Àïïåëüðîòà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ èìåþò ìå-
ñòî óñòàíîâëåííûå â [9] ÷àñòíûå èíòåãðàëû S, T, ïîñòîÿííûå êîòîðûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàáîòîé [9] îáîçíà÷èì ÷åðåç s, τ . Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî â [9], ïîñòîÿííûå h, g, k îáùèõ
èíòåãðàëîâ H, G, K (ñì. ôîðìóëû (3) ðàáîòû [1]) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç s, τ â âèäå

h = s +
p2 − τ

2s
, g =

1

2
(p2 − τ)s +

p4 − r4

4s
, k = τ +

τ 2 − 2p2τ + r4

4s2
. (5)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ p2 = a2 + b2, r2 = a2 − b2 (p > r > 0).
Êðîìå òîãî, èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [6]), ÷òî ïðè óñëîâèè K = 0 èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ÷àñòíîãî èíòåãðàëà F ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè H è èíòåãðàëîì G
À.Ã. Ðåéìàíà � Ì.À. Ñåìåíîâà-Òÿí-Øàíñêîãî:

F 2 = 2(p2H − 2G). (6)

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íà M ïîëó÷åíû â [1]
êàê óñëîâèÿ íà ïîñòîÿííóþ s. Ïîëàãàÿ k = 0, èç (5), (6) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïàðàìåò-
ðèçàöèþ òðåõ êðèâûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì Ä.Á. Çîòüåâà (óðàâíåíèå (10) ðàáîòû [1]):

δ1 :


h = 2s− 1

s

√
(a2 − s2)(b2 − s2)

f = ±
√
−2

s

√
(a2 − s2)(b2 − s2)(

√
a2 − s2 +

√
b2 − s2)

τ = (
√

a2 − s2 +
√

b2 − s2)2

, s ∈ [−b, 0); (7)

δ2 :


h = 2s +

1

s

√
(a2 − s2)(b2 − s2)

f = ±
√

2

s

√
(a2 − s2)(b2 − s2)(

√
a2 − s2 −

√
b2 − s2)

τ = (
√

a2 − s2 −
√

b2 − s2)2

, s ∈ (0, b]; (8)

δ3 :


h = 2s− 1

s

√
(s2 − a2)(s2 − b2)

f = ±
√

2

s

√
(s2 − a2)(s2 − b2)(

√
s2 − b2 −

√
s2 − a2)

τ = −(
√

s2 − b2 −
√

s2 − a2)2

, s ∈ [a, +∞). (9)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë ðàáîòû [9] äëÿ ââåäåííûõ â íåé ïîñòîÿííûõ χ =
√

k,
σ = τ 2 − 2p2τ + r4 ïðè óñëîâèè k = 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü

χ = 0, σ = −4s2τ 2. (10)

Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x1 = (α1 − β2) + i(α2 + β1), x2 = (α1 − β2)− i(α2 + β1),
y1 = (α1 + β2) + i(α2 − β1), y2 = (α1 + β2)− i(α2 − β1),

z1 = α3 + iβ3, z2 = α3 − iβ3,
w1 = ω1 + iω2, w2 = ω1 − iω2, w3 = ω3.

(11)
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Óñëîâèÿ (3) ïðèìóò âèä

x1 = −w2
1, x2 = −w2

2, (12)

à ñîîòíîøåíèÿ (2) ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåîáðàçóþòñÿ òàê

z2
1 − w2

1y2 = r2, z2
2 − w2

2y1 = r2, w2
1w

2
2 + y1y2 + 2z1z2 = 2p2. (13)

Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó (12) â óðàâíåíèÿ (22) ðàáîòû [9], îïðåäåëÿþùèå ñîâìåñòíûé
óðîâåíü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ S, T. Ïîëó÷èì

(y2 + 2s)w1 − w2
1w2 + z1w3 = 0,

(y1 + 2s)w2 − w2
2w1 + z2w3 = 0,

(14)

(τ − w2
1w

2
2)w3 − z1w1w

2
2 − z2w

2
1w2 = 0, (15)

(w2
1w

2
2 + z1z2)− 2sw1w2 = τ. (16)

Ñèñòåìó (13)�(16) äîïîëíèì óðàâíåíèåì èíòåãðàëà F :

w1w2w3 + z2w1 + z1w2 = f. (17)

Îòñþäà è èç (15) ñðàçó æå ñëåäóåò ðàâåíñòâî

τw3 = fw1w2. (18)

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî (18) îçíà÷àåò, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèÿõ èìååò ìå-
ñòî ÷àñòíûé èíòåãðàë ω3/(ω

2
1 + ω2

2) = const. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò è èç óðàâíåíèé (4.5)
ðàáîòû [6], îïèñûâàþùèõ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ H × F â ñïåöè-
àëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

2. Êâàäðàòóðà. Ââåäåì êîíñòàíòû r1, r2 (âåùåñòâåííûå èëè ìíèìûå), ïîëàãàÿ

r2
1 = a2 − s2, r2

2 = b2 − s2

è âûáèðàÿ èõ çíàêè òàê, ÷òîáû âî âñåõ ñëó÷àÿõ (7)�(9) îêàçàëîñü

τ = (r1 + r2)
2, f =

√
−2r1r2

s
(r1 + r2). (19)

Èç óðàâíåíèé (1) â ïîäñòàíîâêå (11) íàéäåì

d

dt
(w1w2) =

i

2
(w1z2 − w2z1).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ

ξ =
w1w2

r1 + r2

. (20)

Èç (16) èìååì
z1z2 = (1− ξ2)τ + 2sξ

√
τ , (21)
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à ñëåäñòâèåì (14), (17), (20) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

w1z2 + w2z1 = (1− ξ2)f. (22)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (19), (20),
w1w2 = ξ

√
τ , (23)

èç (22) ñ ó÷åòîì (21) íàõîäèì

(w1z2 − w2z1)
2 = (1− ξ2)2f 2 − 4[(1− ξ2)τ + 2sξ

√
τ ] ξ

√
τ =

= −2(r1 + r2)
2

s
ϕ1(ξ)ϕ2(ξ),

(24)

ãäå
ϕ1(ξ) = r1(1− ξ2) + 2sξ, ϕ2(ξ) = r2(1− ξ2) + 2sξ. (25)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâèñèìîñòè ξ(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå(dξ

dt

)2
=

1

2s
ϕ1(ξ)ϕ2(ξ), (26)

êîòîðîå, ââèäó (25), èíòåãðèðóåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
3. Âûðàæåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

íåîáõîäèìî ÿâíî âûðàçèòü èñõîäíûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ïåðåìåííóþ ξ. Óäîáíûå âûðàæå-
íèÿ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äëÿ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (11), ïîñëå ÷åãî ωi, αi, βi (i = 1, 2, 3)
íàõîäÿòñÿ îáðàòíûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Èç (14) èìååì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

w1w2(y1 − y2) + (w1z2 − w2z1)w3 = 0,

w1w2(y1 + y2 + 4s) + (w1z2 + w2z1)w3 − 2w2
1w

2
2 = 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (20), (22), (24) ïîëó÷àåì

y1 − y2 = −2

s

√
r1r2ϕ1(ξ)ϕ2(ξ), y1 + y2 + 4s = 2(r1 + r2)ξ +

2r1r2

s
(1− ξ2). (27)

Ïîñêîëüêó âñå ðàäèêàëû àëãåáðàè÷åñêèå, âûáîð çíàêà y1−y2 â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè
îïðåäåëÿåò çíàêè è â ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

2s[(r1 + r2)ξ +
r1r2

s
(1− ξ2)] ≡ r1ϕ2(ξ) + r2ϕ1(ξ),

â ñèëó êîòîðîãî ðàâåíñòâà (27) äàþò

y1 =
1

2s
[
√

r2ϕ1(ξ)−
√

r1ϕ2(ξ) ]2 − 2s,

y2 =
1

2s
[
√

r2ϕ1(ξ) +
√

r1ϕ2(ξ) ]2 − 2s.
(28)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííû-
ìè â [9]:

r2(z1 + z2)
2 = Φ+(x, z), r2(z1 − z2)

2 = Φ−(x, z),

(
√

2s(r2x1 − τy1) + σ +
√

2s(r2x2 − τy2) + σ )2 = Ψ+(x, z),

(
√

2s(r2x1 − τy1) + σ −
√

2s(r2x2 − τy2) + σ )2 = Ψ−(x, z).

(29)
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Çäåñü
x2 = x1x2, z2 = z1z2,
Φ±(x, z) = (x2 + z2 ± r2)2 − 2(p2 ± r2)x2,
Ψ±(x, z) = (x2 + z2 − τ ± 2sχ)2 − 4s2x2.

Â íàøåì ñëó÷àå èç (12), (21), (23) èìååì

x2 = τξ2, z2 = (1− ξ2)τ + 2sξ
√

τ , (30)

îòêóäà ñ ó÷åòîì (10) ñðàçó æå ñëåäóþò òîæäåñòâà Ψ± ≡ 0, è, çíà÷èò,

r2x1 − τ(y1 + 2s) = 0, r2x2 − τ(y2 + 2s) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

x1 =
(r1 + r2)

2

2sr2
[
√

r2ϕ1(ξ)−
√

r1ϕ2(ξ) ]2,

x2 =
(r1 + r2)

2

2sr2
[
√

r2ϕ1(ξ) +
√

r1ϕ2(ξ) ]2,

(31)

à òîãäà èç (12), (18), (20) ïîëó÷àåì

w1 =
(r1 + r2)i

r
√

2s
[
√

r2ϕ1(ξ)−
√

r1ϕ2(ξ) ],

w2 =
(r1 + r2)i

r
√

2s
[
√

r2ϕ1(ξ) +
√

r1ϕ2(ξ) ],

w3 =

√
−2r1r2

s
ξ.

(32)

Ïðåîáðàçóåì ìíîãî÷ëåíû Φ± â ñèëó (10), (30). Ïîëó÷èì Φ+ = 4r1(r1 + r2)
2ϕ1(ξ),

Φ− = 4r2(r1 + r2)
2ϕ2(ξ). Ïîýòîìó ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé (29) äàåò

z1 =
r1 + r2

r
[
√

r1ϕ1(ξ)−
√

r2ϕ2(ξ) ],

z2 =
r1 + r2

r
[
√

r1ϕ1(ξ) +
√

r2ϕ2(ξ) ].
(33)

Çäåñü óæå íåò êàæóùåãîñÿ ïðîèçâîëà â âûáîðå çíàêîâ, òàê êàê äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâà (19), (22), (26).

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîë÷êà Êîâà-
ëåâñêîé â äâîéíîì ñèëîâîì ïîëå íà êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñëó÷àÿ Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî.
Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ [4, 1] ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå âñåõ îñîáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâè-
æåíèé âîë÷êà.

4. Óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè è êîëè÷åñòâî ðåøåíèé. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíå-
íèÿ (1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ω → −ω, t → −t. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ
f èíòåãðàëà (4) ìåíÿåò çíàê. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êàêîé-ëèáî îïðåäåëåí-
íûé çíàê f íà êàæäîì ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ (7)�(9).

Â ñëó÷àå (7), ñ÷èòàÿ f > 0, ïîëîæèì äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñîîòíîøåíèé (19)

r1 =
√

a2 − s2 > 0, r2 =
√

b2 − s2 > 0 (34)
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(íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå −b 6 s < 0). Ñîãëàñíî (11), ïðîèçâåäåíèå w1w2 âåùå-
ñòâåííî è íåîòðèöàòåëüíî, ïîýòîìó èç (20) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ξ > 0. Îäíîâðåìåííî
èç (26) ñëåäóåò, ÷òî íà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿõ ϕ1(ξ)ϕ2(ξ) 6 0.

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ϕ1, ϕ2 èìåþò âèä

ξ
(1)
+ =

√
a + s

a− s
, ξ

(1)
− = −

√
a− s

a + s
, ξ

(2)
+ =

√
b + s

b− s
, ξ

(2)
− = −

√
b− s

b + s
.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

−∞ 6 ξ
(2)
− < ξ

(1)
− < −1, 0 6 ξ

(2)
+ < ξ

(1)
+ < 1. (35)

Ïîýòîìó ïåðåìåííàÿ ξ(t) îñöèëëèðóåò â îòðåçêå

ξ ∈ [

√
b + s

b− s
,

√
a + s

a− s
],

íà êîòîðîì ϕ1(ξ) > 0 è ϕ2(ξ) 6 0. Â âåðõíåé ãðàíèöå ýòîãî îòðåçêà ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåò
çíàê àëãåáðàè÷åñêèé ðàäèêàë R1 =

√
ϕ1(ξ), à â íèæíåé � ðàäèêàë R2 =

√
−ϕ2(ξ).

Ôàçîâûå ïåðåìåííûå, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (28), (31)�(33), ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè
ôóíêöèÿìè òî÷êè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ ξ, R1, R2. Ïîýòîìó ôàçîâûå
òðàåêòîðèè â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèÿì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíèå æå
çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

R2
1 = ϕ1(ξ), R2

2 = −ϕ2(ξ), ξ ∈ [ξ
(2)
+ , ξ

(1)
+ ].

Ýòî � ïåðåñå÷åíèå äâóõ öèëèíäðîâ ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îáðàçóþùèìè. Â ñèëó
âûáîðà (34) ïåðâûé öèëèíäð ýëëèïòè÷åñêèé, âòîðîé � ãèïåðáîëè÷åñêèé (ïàðàáîëè÷å-

ñêèé ïðè s = −b). Ïðè ðàñïîëîæåíèè êîðíåé (35) âåðøèíà R2 = 0, ξ = ξ
(2)
+ íàïðàâëÿþ-

ùåé ãèïåðáîëû âòîðîãî öèëèíäðà â ïëîñêîñòè R1 = 0 ëåæèò ìåæäó êîðíÿìè òðåõ÷ëåíà
ϕ1, ò. å. ñòðîãî âíóòðè ïåðâîãî öèëèíäðà. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå öèëèíäðîâ ñîñòîèò èç
îäíîé çàìêíóòîé êðèâîé (ñì. ðèñ. 1 à). Èòàê, äëÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé êîíñòàíò (7)
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå îäíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (8). Çäåñü ñëåäóåò ïîëîæèòü

r1 =
√

a2 − s2 > 0, r2 = −
√

b2 − s2 6 0.

Ïîñêîëüêó a > b, òî
√

a2 − s2 >
√

b2 − s2. Âíîâü âûáèðàåì f > 0, ïîëàãàÿ ðàäèêàë â (19)
íåîòðèöàòåëüíûì. Òîãäà èç (20), (26) ñëåäóåò, ÷òî íà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿõ ξ > 0 è
ϕ1(ξ)ϕ2(ξ) > 0.

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ϕ1, ϕ2 òàêîâû:

ξ
(1)
+ =

√
a + s

a− s
, ξ

(1)
− = −

√
a− s

a + s
, ξ

(2)
+ =

√
b− s

b + s
, ξ

(2)
− = −

√
b + s

b− s
.

Ïðè ýòîì
−∞ 6 ξ

(2)
− < −1 < ξ

(1)
− < 0, 0 6 ξ

(2)
+ < 1 < ξ

(1)
+ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ ξ(t) ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îòðåçêå

ξ ∈ [

√
b− s

b + s
,

√
a + s

a− s
],
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Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè â èçîáðàæàþùåì ïðîñòðàíñòâå: a) 0 < |s| 6 b; á) s > a.

íà êîòîðîì ϕ1(ξ) > 0 è ϕ2(ξ) > 0. Íà êîíöàõ îòðåçêàõ ïîî÷åðåäíî ìåíÿþò çíàêè àë-
ãåáðàè÷åñêèå ðàäèêàëû R1 =

√
ϕ1(ξ) (âåðõíèé êîíåö), R2 =

√
ϕ2(ξ) (íèæíèé êîíåö).

Òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ξ, R1, R2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ (ðèñ. 1 à). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé (8) â èñõîäíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå òàêæå ñîîòâåòñòâóåò îäíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé (9). Çäåñü τ = (r1 + r2)
2 < 0, r1, r2 � ìíèìûå. Äëÿ

âåùåñòâåííîñòè f â (19) ïîëàãàåì

r1 = ir∗1, r2 = −ir∗2, 0 6 r∗1 =
√

s2 − a2 < r∗2 =
√

s2 − b2. (36)

×òîáû ïîëó÷èòü, êàê è ðàíåå, f > 0, íóæíî â ðàâåíñòâå (19) âûáðàòü çíà÷åíèå
êîðíÿ √

−2

s
r1r2 = −i(

2

s
r∗1r

∗
2)

1
2 . (37)

Òåïåðü â îïðåäåëåíèè (20) ïåðåìåííàÿ ξ îêàçûâàåòñÿ ìíèìîé. Ïîëîæèì

ξ = iθ, ϕ1(ξ) = iϕ∗1(θ), ϕ2(ξ) = −iϕ∗2(θ), (38)

ãäå
ϕ∗1(θ) = r∗1(1 + θ2) + 2sθ, ϕ∗2(θ) = r∗2(1 + θ2)− 2sθ.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (20), (26) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óñëîâèÿì âåùåñòâåí-
íîñòè ðåøåíèé: θ > 0 è ϕ∗1(θ)ϕ

∗
2(θ) 6 0.

Êîðíè ϕ∗1, ϕ
∗
2 èìåþò âèä

θ
(1)
+ = −

√
s− a

s + a
, θ

(1)
− = −

√
s + a

s− a
, θ

(2)
+ =

√
s + b

s− b
, θ

(2)
− =

√
s− b

s + b
, (39)
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à èõ ðàñïîëîæåíèå òàêîâî:

−∞ 6 θ
(1)
− < −1 < θ

(1)
+ < 0, 0 6 θ

(2)
− < 1 < θ

(2)
+ .

Ïåðåìåííàÿ θ(t) ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îòðåçêå

θ ∈ [

√
s− b

s + b
,

√
s + b

s− b
], (40)

íà êîòîðîì

ϕ∗1(θ) > 0, ϕ∗2(θ) 6 0. (41)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ çäåñü èç äâóõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàäè-
êàëîâ R1 =

√
ϕ∗1(θ), R2 =

√
−ϕ∗2(θ) ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåò çíàê ëèøü âòîðîé, à ïåðâûé â

íóëü íå îáðàùàåòñÿ. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè R1,
ïîëó÷àåì äâå òðàåêòîðèè â èçîáðàæàþùåì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ θ, R1, R2, ïîêà-
çàííûå íà ðèñ. 1 á. Ñëåäîâàòåëüíî, è â èñõîäíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîìó ñëó÷àþ
ñîîòâåòñòâóþò äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïîëíèì â ýòîì ñëó÷àå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå. Îáîçíà÷èì
÷åðåç c1, c2, c3, c4 çíà÷åíèÿ êîðíåé (39) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Òîãäà

ϕ∗1(θ) = r∗1(θ − c3)(θ − c4), ϕ∗2(θ) = −r∗2(c1 − θ)(θ − c2), (42)

à óðàâíåíèå (26) ñ ó÷åòîì (36)�(38), (40) çàïèøåòñÿ â âèäå

dθ

dt
=

√
r∗1r

∗
2

2s
(c1 − θ)(θ − c2)(θ − c3)(θ − c4), θ ∈ [c2, c1]. (43)

Îíî èíòåãðèðóåòñÿ ïîäñòàíîâêîé

θ =
c2 − c3α

2 sn2 u

1− α2 sn2 u
=

√
(s + a)(s− b)−

√
(s− a)(s + b)α2 sn2 u√

(s + a)(s + b)(1− α2 sn2 u)
, (44)

ãäå

α =

√
c1 − c2

c1 − c3

=

√
2b
√

s + a
√

s + b [
√

(s + a)(s + b) +
√

(s− a)(s− b)]
, (45)

à ìîäóëü κ ôóíêöèè ßêîáè ðàâåí

κ =

√
(c1 − c2)(c3 − c4)

(c1 − c3)(c2 − c4)
=

2
√

ab√
(s + a)(s + b) +

√
(s− a)(s− b)

< α < 1. (46)

Â ôîðìóëàõ (44)�(46) è âñþäó íèæå çíàê êîðíÿ óæå îçíà÷àåò åãî àðèôìåòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Äëÿ R1, R2 èç (42), (44) ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íûå âäîëü òðàåêòîðèè âåùåñòâåííûå
âûðàæåíèÿ

R1 = ± λ1 dn u

1− α2 sn2 u
, R2 =

λ2 sn u cn u

1− α2 sn2 u
, (47)
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ãäå

λ1 =
√

r∗1(c2 − c3)(c2 − c4) =

√
2
[√

s2 − a2 +
√

s2 − b2
]
s

√
s + b

,

λ2 = (c1 − c2)

√
r∗2

c2 − c3

c1 − c3

= 2b

√
b
√

s2 − a2 + a
√

s2 − b2√
(a + b)(s + b)s

.

Âûáðàííûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò çíàê R1 ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü âñåé òðàåêòîðèè. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì R1 > 0. Ïîäñòàíîâêà (44), (47) â (43) äàåò

u = λ(t− t0), λ =

√
r∗1r

∗
2(c1 − c3)(c2 − c4)

2
√

2s
=

√
(s + a)(s + b) +

√
(s− a)(s− b)

2
√

2s
. (48)

Òåïåðü âñå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî. Òàê, äëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé
ñêîðîñòè èç (11), (32) èìååì

ω1 =

√
r∗2
2s

r∗2 − r∗1
r

R1, ω2 = −
√

r∗1
2s

r∗2 − r∗1
r

R2, ω3 = −
√

2r∗1r
∗
2

s
θ,

îòêóäà â ïîäñòàíîâêå (44), (47), (48) ïîëó÷èì ÿâíûå âûðàæåíèÿ

ω1 =
λ1

√
r∗2 (r∗2 − r∗1) dn λ(t− t0)

r
√

2s [1− α2 sn2 λ(t− t0)]
,

ω2 = −
λ2

√
r∗1 (r∗2 − r∗1) sn λ(t− t0) cn λ(t− t0)

r
√

2s [1− α2 sn2 λ(t− t0)]
,

ω3 = −
√

2r∗1r
∗
2 [

√
(s + a)(s− b)−

√
(s− a)(s + b)α2 sn2 λ(t− t0)]√

s(s + a)(s + b) [1− α2 sn2 λ(t− t0)]
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ è âûðàæåíèÿ äëÿ αi(t), βi(t). Îãðàíè÷èìñÿ èõ çàïèñüþ ÷åðåç
âåëè÷èíû (44), (47):

α1 = −s +
r∗1

r∗1 + r∗2
[(r∗2 − r∗1)θ +

r∗1r
∗
2

s
(1 + θ2)],

α2 = − r∗1
r∗1 + r∗2

√
r∗1r

∗
2

s
R1R2,

α3 =

√
r∗1

r∗2 − r∗1
r∗1 + r∗2

R1,

β1 =
r∗2

r∗1 + r∗2

√
r∗1r

∗
2

s
R1R2,

β2 = −s +
r∗2

r∗1 + r∗2
[(r∗2 − r∗1)θ +

r∗1r
∗
2

s
(1 + θ2)],

β3 =

√
r∗2

r∗2 − r∗1
r∗1 + r∗2

R2.

Ïåðèîä ðåøåíèÿ ðàâåí K/(2λ), ãäå K � âåùåñòâåííûé ïåðèîä ôóíêöèé ßêîáè ñ
ìîäóëåì (46).
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Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ î êîëè÷åñòâå òðàåêòîðèé ñîâïàäàþò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [5]. Ïðè ýòîì â [5] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíî
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, èíäóöèðîâàííîé íà ìíîãîîáðàçèè
ðåøåíèÿ Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî M = {K = 0}, òðàåêòîðèÿ ñëó÷àÿ (7) èìååò íà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H−1(h)∩M ýëëèïòè÷åñêèé òèï, òðàåêòîðèÿ
ñëó÷àÿ (8) � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, à êàæäàÿ èç äâóõ òðàåêòîðèé ñëó÷àÿ (9) èìååò ãèïåð-
áîëè÷åñêèé òèï íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå êðèâîé (9) â ïëîñêîñòè (h, f) ìåæäó òî÷êà-
ìè âîçâðàòà è ýëëèïòè÷åñêèé òèï íà äâóõ îñòàâøèõñÿ âåòâÿõ ýòîé êðèâîé, íà êîòîðûõ
h → +∞ ïðè s → +∞. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [9], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, èíäóöèðîâàííîé íà äðóãîì êðèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè O,
ñîäåðæàùåì òðàåêòîðèè îáîáùåíèÿ 4-ãî êëàññà Àïïåëüðîòà, âñå ïåðå÷èñëåííûå çäåñü
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ ñâîåé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè H−1(h) ∩ O

èìåþò ýëëèïòè÷åñêèé òèï. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, èç ðàññìîòðåíèÿ íåîáõîäèìî èñêëþ-
÷èòü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé ýíåðãèè, äëÿ êîòîðûõ âòîðîé èç âûáðàííûõ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ èíòåãðàëîâ ïåðåñòàåò áûòü áîòòîâñêèì.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû äî-
áàâëåíèåì ê óðàâíåíèÿì ðàáîòû [9] óñëîâèé (12), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óðàâíåíèÿ (17).
Íèêàêèå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î çàâèñèìîñòè ôóíêöèé èëè óðàâíåíèé íå
ââîäèëèñü. Ýòèì íåïîñðåäñòâåííî äîêàçàíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðèòè÷åñêèõ ÷åòû-
ðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé M∩O ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç èçó÷åííûõ çäåñü ñåìåéñòâ ïåðè-
îäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
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